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ÈÄÅÀËÛ C -ÀËÃÅÁÐÛ, ÏÎÐÎÆÄÍÍÎÉ
ÑÅÌÅÉÑÒÂÎÌ ×ÀÑÒÈ×ÍÛÕ ÈÇÎÌÅÒÐÈÉ
È ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÎÐÀÌÈ
Èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå èäåàëû C -àëãåáðû M'; ïðåäëî-
æåííîé â ðàáîòå [2], ïîðîæä¼ííîé àëãåáðîé ìóëüòèïëèêàòîðîâ
íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå l2(X) , ãäå X  ñ÷¼òíîå ìíîæå-
ñòâî, è íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûì ñåìåéñòâîì îïåðàòîðîâ ÷àñòè÷-
íîé èçîìåòðèè fUkgk2N , îïðåäåëÿåìûõ çàäàííûì îòîáðàæåíè-
åì ' : X  ! X .
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ó ' îòñóòñòâóþò öèêëè÷åñêèå ýëåìåíòû,
ò. å. òàêèå x 2 X , ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k 2 N 'k(x) = x .
Äëÿ ëþáîãî k 2 N îáîçíà÷èì ÷åðåç ' k[x] :=
=

y 2 X : 'k(y) = x	 ïîëíûé ïðîîáðàç ýëåìåíòà x 2 X ñòå-
ïåíè k. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x1 6= x2 , òî ' k[x1] \ ' k[x1] = ? .
Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x 2 X
card (' 1[x]) <1:
Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî l2(X) ñ åñòåñòâåí-
íûì áàçèñîì fxgx2X , ãäå x(y) = x;y  ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Îòîáðàæåíèå ' èíäóöèðóåò çàìêíóòûé îïåðàòîð
T' : l2(X)  ! l2(X); T'(f) = f  ';
ñ êîòîðûì ñâÿçàíî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ ÷àñòè÷íîé èçîìåòðèè
fUkgk2N ,
T' = U1 +
p
2U2 +   +
p
mUm +    :
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Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêòîðû íà íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ Uk óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:8><>:
P
k2N
UkUk =
P
k2N
Qk = Q';P
k2N
UkUk =
P
k2N
Pk = P';
ãäå Q' è P'  ïðîåêòîðû, îïðåäåëåííûå çàäàííûì îòîáðàæå-
íèåì ' (ñì. [1]).
Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f èç l1(X) ïîðîæäàåò ìóëüòèïëèêàòîð:
Mf : l2(X)  ! l2(X); Mf (g) = fg;
ñ î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì: (Mf )
 =Mf .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M' C
 -ïîäàëãåáðó B(l2(X)) , ïîðîæ-
äåííóþ âñåìè ìóëüòèïëèêàòîðàìè è îïåðàòîðàìè ÷àñòè÷-
íîé èçîìåòðèè fUkgk2N . Ýòà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíîé Z -
ãðàäóèðîâàííîé C -àëãåáðîé (ñì. [2]).
Òåîðåìà. Åñëè ãðàô (X;'(X)) ñâÿçíûé, òî M' íåïðèâî-
äèìà íà l2(X) .
Ñëåäñòâèå. Åñëè ãðàô (X;'(X)) ñâÿçíûé, òî M' ñîäåð-
æèò èäåàë êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ K(l2(X)) .
Îáîçíà÷èì Ex =
S
k2Z+
' k(x) . Ïóñòü Px  ïðîåêòîð íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Hx ïðîñòðàíñòâà l2(X) ñ áàçèñîì fy : y 2 Exg .
Î÷åâèäíî, ÷òî Px 2 M' äëÿ ëþáîãî x , ïîñêîëüêó l1(X) ñî-
äåðæèò èíäèêàòîð ìíîæåñòâà Ex .
Çàäàííîå íà ìíîæåñòâå X îòîáðàæåíèå èíäóöèðóåò ÷àñòè÷-
íûé ïîðÿäîê íà ýòîì ìíîæåñòâå, x  y åñëè íàéäåòñÿ òàêîå
n 2 N , ÷òî 'n(y) = x .
Ëåììà. C -ïîäàëãåáðà Ix àëãåáðû M' , ïîðîæäåííàÿ ýëå-
ìåíòàìè âèäà PxM'[M'Px; ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì èäåàëîì
â àëãåáðå M' .
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Òåîðåìà. Åñëè x1 è x2 íå ñðàâíèìû, òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èäåàëû Ix2 è Ix1 ðàçëè÷íû. Åñëè x1  x2 , òî Ix2  Ix1 .
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ÎÁ ÀÍÀËÎÃÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÝÉËÅÐÀ
ÄËß ÈÄÅÀËÎÂ ÄÅÄÅÊÈÍÄÎÂÛÕ ÊÎËÅÖ
Â ðàáîòå [1] áûë ïðåäëîæåí àíàëîã êðèïòîãðàôè÷åñêîãî àë-
ãîðèòìà RSA, â êîòîðîì âìåñòî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èñïîëüçó-
þòñÿ èäåàëû äåäåêèíäîâûõ êîëåö. Îäíî èç óñëîâèé, êîòîðîå
íåîáõîäèìî íàëîæèòü íà äåäåêèíäîâî êîëüöî R;  òðåáîâàíèå,
÷òîáû äëÿ êàæäîãî ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà M ïîëå R=M áûëî
êîíå÷íûì (â äàëüíåéøåì ýòî óñëîâèå áóäåò âñþäó ïîäðàçóìå-
âàòüñÿ). Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëîã ôóíêöèè Ýéëåðà, êî-
òîðûé èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â àëãîðèòìå RSA èç [1], ïî
ôîðìóëå 'R(A) = jU(R=A)j; ãäå A  ïðîèçâîëüíûé èäåàë R ,
U îçíà÷àåò ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R .
Â äàííîé çàìåòêå ïðèâîäèòñÿ áîëåå ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ
îá ýòîé ôóíêöèè. Èç ôîðìóëû (5) íà ñ. 13 êíèãè [2] ñëåäóåò
